Homologie de contact des varietes toroidales by Bourgeois, Frederic & Colin, Vincent
ISSN 1364-0380 (on line) 1465-3060 (printed) 299
Geometry & Topology GGG
G
G
G
G
GG GG
G
G
G
G
T T
T
T
T
T
T
TTTT
T
T
T
T
Volume 9 (2005) 299–313
Published: 28 January 2005
Homologie de contact des varie´te´s toro¨ıdales
Fre´de´ric Bourgeois
Vincent Colin
Universite´ Libre de Bruxelles, De´partement de Mathe´matiques CP 218
Boulevard du Triomphe, 1050 Bruxelles, Belgium
and
Universite´ de Nantes, Laboratoire de Mathe´matiques Jean Leray
2 rue de la Houssinie`re, BP 92208, 44322 Nantes Cedex 3, France
Email: fbourgeo@ulb.ac.be and Vincent.Colin@math.univ-nantes.fr
Abstract
We show that contact homology distinguishes infinitely many tight contact
structures on any orientable, toroidal, irreducible 3–manifold. As a consequence
of the contact homology computations, on a very large class of toroidal mani-
folds, all known examples of universally tight contact structures with nonvan-
ishing torsion satisfy the Weinstein conjecture.
Re´sume´
On montre que l’homologie de contact distingue une infinite´ de structures de
contact tendues sur toute varie´te´ toro¨ıdale irre´ductible et orientable de dimen-
sion trois. En conse´quence des calculs d’homologie de contact, sur une tre`s
large classe de varie´te´s toro¨ıdales, tous les exemples de structures de contact
universellement tendues de torsion non nulle connus ve´rifient la conjecture de
Weinstein.
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1 Introduction
Dans cet article, on prouve que l’homologie de contact distingue une infinite´
de structures de contact tendues sur toute varie´te´ toro¨ıdale, irre´ductible et
orientable de dimension trois.
The´ore`me 1.1 (Voir aussi [6, 7], [14]) Toute varie´te´ toro¨ıdale, irre´ductible,
orientable, close de dimension trois porte une infinite´ de structures de contact
hypertendues deux a` deux non isotopes et distingue´es par leur homologie de
contact.
Cette approche de´montre que l’homologie de contact [11] de´tecte la torsion [12,
6] dans son cadre le plus ge´ne´ral. La famille de structures de contact e´tudie´e est
la meˆme que dans [6, 7] et [14]. Ici, on montre que tous ses membres sont deux a`
deux non isotopes, alors qu’avec les arguments de [6, 7, 14], on obtient seulement
l’existence d’une sous-famille infinie non explicite ayant cette proprie´te´. En
revanche, on n’obtient pas en ge´ne´ral que les structures conside´re´es sont deux
a` deux non isomorphes.
Dans le cas des fibre´s en tores sur le cercle, l’homologie de contact est toujours de
rang infini. On de´finit alors un invariant nume´rique en enrichissant l’homologie
de contact au moyen de la fonctionnelle d’action pour distinguer une infinite´ de
structures de contact sur ces varie´te´s.
Les exemples e´tudie´s sont les seules structures de contact universellement ten-
dues connues – et conjecturalement les seules – sur les varie´te´s toro¨ıdales irre´-
ductibles. On montre ici (the´ore`me 4.1) que, parmi celles-ci, sur “presque toutes
les varie´te´s”, toutes celles de torsion non nulle ont une homologie de contact non
nulle. En particulier, elles ve´rifient la conjecture de Weinstein: leurs champs
de Reeb posse`dent tous une orbite pe´riodique. Par ailleurs, dans ce cas, les
structures non universellement tendues sont virtuellement vrille´es, et ve´rifient
e´galement, d’apre`s Hofer [13], la conjecture de Weinstein. D’apre`s [8], les struc-
tures de contact tendues de torsion nulle sur une varie´te´ donne´e sont en nombre
fini; d’apre`s ce qui pre´ce`de, ce sont potentiellement les seules pour lesquelles
la conjecture de Weinstein reste ouverte. Une preuve de la conjecture de We-
instein pour les structures de contact porte´es par un livre ouvert planaire a
re´cemment e´te´ annonce´e par Abbas, Cieliebak et Hofer [1]. Il est vraisemblable
que les structures de contact tendues de torsion non nulle soient toutes de genre
supe´rieur a` 1, auquel cas nos exemples seraient disjoints de ceux de [1].
Une structure de contact ξ est hypertendue si elle posse`de un champ de Reeb R
sans orbite pe´riodique contractible. Dans le cas ou` la varie´te´ V est toro¨ıdale,
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toutes les orbites de R sont d’ordre infini dans le groupe fondamental π1(V ).
En particulier, tout rappel de ξ dans un reveˆtement fini de V est hyper-
tendu, et donc tendu d’apre`s Hofer [13]. Lorsque V est toro¨ıdale, π1(V ) est
re´siduellement fini, et la structure ξ universellement tendue.
Toutes les varie´te´s conside´re´es par la suite sont oriente´es, et les structures de
contact positives pour cette orientation. Les bords sont oriente´s par la re`gle de
la “normale sortante en premier”. Si A est une varie´te´ oriente´e, −A de´signe la
varie´te´ A munie de l’orientation oppose´e.
Remerciements VC remercie le CNRS pour son accueil en de´le´gation au
cours de l’anne´e 2003–2004.
2 Construction d’une famille infinie
Dans cette section, on de´crit la construction des structures de contact non
isotopes dans le the´ore`me 1.1. Pour plus de simplicite´, on se restreint au cas ou`
la torsion apparaˆıt dans une seule classe d’isotopie de tore. L’e´nonce´ ge´ne´ral
est rejete´ la section 4.
On part d’une varie´te´ V irre´ductible, toro¨ıdale, close et oriente´e de dimension
trois. Soit T ⊂ V un tore incompressible et T 2× [a, b] un voisinage tubulaire de
T ≃ T 2×{(a+b)/2}. On note V ′ la varie´te´ V ′ = V \T 2×]a, b[. On se donne une
surface essentielle minimale cooriente´e S dans V ′ (i.e. incompressible, bord-
incompressible, sans disque paralle`le au bord, sans composante close, et qui
minimise la norme de Thurston dans H2(V
′, ∂V ′,Z)), qui rencontre les deux
composantes T 2 × {a, b} de ∂V ′ .
On a besoin de mesurer des pentes dans T 2 × [a, b + 2kπ], k ∈ Z. Pour cela,
on choisit une base ([l], [m]) de H1(T
2,Z), et on conside`re la projection
p : T 2 × [a, b+ 2kπ]→ T 2 = (R/Z)2 : ((x, y), t)→ (x, y)
de fibre [a, b+2kπ]. A` toute courbe non contractible γ dans T 2× [a, b+2kπ],
on associe sa pente e´gale a` (p, q)/
√
p2 + q2 ∈ S1 ⊂ R2 , ou` p et q sont de´finis
par l’identite´
[p(γ)] = p[l] + q[m] ∈ H1(V,Z).
Comme γ est oriente´e, elle est aussi cooriente´e. Son coˆne positif C(γ) est le
demi-cercle ferme´ (⊂ S1 ), de´limite´ par les pentes de γ et −γ , et contenant
les pentes des courbes δ de T 2 qui ont une intersection homologique p(γ) · δ
positive.
Une fois ces notations en place, on se repose sur la construction suivante [9]:
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The´ore`me 2.1 Pour tout ǫ > 0, il existe une forme de contact hypertendue
αǫ sur V et deux re´els c, c
′ > 0 avec les proprie´te´s suivantes:
• le champ de Reeb Rǫ de αǫ est positivement transversal a` S , tangent a`
T 2 × {a, b};
• Rǫ vaut cos t∂x− sin t∂y sur T
2× [a+c, b−c′] (αǫ vaut cos tdx− sin tdy);
• sur T 2× [a, a+ c] et T 2× [b− c′, b], Rǫ est positivement transversal a` un
feuilletage en anneau Fa× [a, a+ c]∪ (−Fb)× [b− c
′, b], ou` Fa et Fb sont
des feuilletages en cercles de T 2 × {a} et T 2 × {b} dont les pentes sont
ǫ–proches de celles d’une composante de, respectivement, ∂S ∩ T 2 × {a}
et ∂S ∩ T 2 × {b}.
On peut en particulier trouver une forme de contact hypertendue αǫ qui satisfait
aux conclusions du the´ore`me 2.1 avec de surcroˆıt (b − a)/(2π) ≤ 1. Pour
tout k ∈ N, on note alors αǫ,k la forme de contact hypertendue obtenue en
remplac¸ant dans V le produit de contact (T 2 × [a+ c, b− c′], cos tdx− sin tdy)
par (T 2×[a+c, b−c′+2kπ], cos tdx−sin tdy). Les formes αǫ,k sont hypertendues,
donc les structures ξǫ,k = kerαǫ,k sont universellement tendues.
On montre que, pour ǫ assez petit fixe´, les structures ξǫ,k sont, dans la plupart
des cas, deux a` deux non isotopes.
3 Preuve du the´ore`me 1.1
La preuve utilise l’homologie de contact, de´finie dans la section 3.1, et est
subdivise´e de la manie`re suivante. Dans la section 3.2, on e´tudie le cas ou` la
pente de ∂S ∩T 2×{a} est diffe´rente de celle de ∂S ∩T 2×{b}, dans la section
3.3 le cas ou` ces pentes sont identiques, et dans la section 3.4 le cas des fibre´s
en tores sur le cercle et des varie´te´s obtenues par collage de deux fibre´s tordus
en intervalles sur la bouteille de Klein.
3.1 Homologie de contact
L’homologie de contact est un invariant des structures de contact introduit par
Eliashberg, Givental et Hofer [11]. Nous utiliserons ici la version la plus simple
de cet invariant : l’homologie de contact cylindrique.
Pour la de´finir, on fixe une classe d’homotopie libre de lacets h de V , et on con-
side`re le Z–module Ch∗ librement engendre´ par les orbites pe´riodiques de Rǫ,k
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dans la classe h. Si la forme de contact αǫ,k est choisie de manie`re ge´ne´rique,
ces orbites pe´riodiques sont non de´ge´ne´re´es, et on peut associer a` chaque orbite
γ son indice de Conley–Zehnder µ(γ). La graduation de γ dans le module Ch∗
est donne´e par µ(γ)− 1.
On munit la structure de contact ξǫ,k d’une structure complexe J compatible
avec la forme symplectique dαǫ,k . On e´tend ensuite J en une structure presque
complexe, toujours note´e J , sur la symplectisation (R×V, d(etαǫ,k)) de (V, ξǫ,k),
en posant J ∂
∂t
= Rǫ,k . On conside`re les espaces de modules des cylindres J –
holomorphes dans (R × V, d(etαǫ,k)), convergeant lorsque t → ±∞ vers des
orbites pe´riodiques de Rǫ,k dans la classe h.
Lorsque la classe h ne contient que des orbites simples de Rǫ,k , on peut choisir
J ge´ne´riquement pour que ces espaces de modules soient des varie´te´s lisses
[10]. Comme les formes αǫ,k sont hypertendues, leurs champs de Reeb Rǫ,k
ne comptent aucune orbite pe´riodique contractible, et donc les cylindres J –
holomorphes ne peuvent de´ge´ne´rer en faisant apparaˆitre un plan complexe. Par
conse´quent, les espaces de modules conside´re´s sont compacts [4]. En particulier,
l’homologie de contact cylindrique est bien de´finie dans cette situation.
On de´finit une diffe´rentielle line´aire d : Ch∗ → C
h
∗−1 au moyen des cylindres
J –holomorphes dans la symplectisation (R × V, d(etαǫ,k)), de sorte que le co-
efficient de γ2 dans dγ1 compte le nombre de cylindres J –holomorphes rigides
convergeant vers γ1 lorsque t → +∞ et vers γ2 lorsque t → −∞. Les es-
paces de modules sont oriente´s [5] de manie`re cohe´rente, de manie`re a` pouvoir
compter les cylindres J –holomorphes rigides avec un signe.
Cette diffe´rentielle d satisfait d2 = 0, en vertu d’un the´ore`me de collage [3] tre`s
semblable a` celui utilise´ pour l’homologie de Floer. On a ainsi de´fini un com-
plexe (Ch∗ , d). L’homologie HC
h
∗ (V, ξ,Z) de ce complexe, appele´e homologie de
contact cylindrique, est un invariant de la classe de conjugaison de ξ par tout
diffe´omorphisme qui fixe h, et en particulier par isotopie.
On montre que pour une classe h bien choisie, les seules orbites pe´riodiques
dans h proviennent du produit T 2× [a+c, b−c′+2kπ]. On en de´duit un calcul
explicite de HCh∗ (V, ξǫ,k,Z) (corollaire 3.3).
Dans les sections 3.2 et 3.3, la varie´te´ V n’est pas un fibre´ en tores sur le cercle
ni obtenue par collage de deux fibre´s tordus en intervalles sur la bouteille de
Klein. L’e´tude de ces deux cas est rejete´e dans la section 3.4.
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3.2 La pente de ∂S∩T 2×{a} est diffe´rente de celle de ∂S∩T 2×{b}
Dans ce cas, on peut choisir ǫ assez petit de sorte que le secteur
H = S1 \ (C(∂S ∩ T 2 × {a}) ∪C(−(∂S ∩ T 2 × {b})) ∪ C(Fa) ∪ C(−Fb))
soit de cardinal infini.
Dans les lemmes qui suivent, on oriente les composantes de bord de tout anneau
A dans le meˆme sens de sorte qu’elles soient librement homotopes dans A.
Lemme 3.1 On suppose qu’aucune composante de V ′ n’est diffe´omorphe a`
T 2×[0, 1] ni a` un fibre´ tordu en intervalles sur la bouteille de Klein. Il existe des
pentes pa et pb telles que, pour tout anneau A immerge´ dans V
′ , ∂A ⊂ ∂V ′ ,
les pentes des deux composantes de ∂A ⊂ T 2× [a, b] appartiennent toutes deux
a` {±pa,±pb}, ou soient identiques.
De´monstration Si A n’est pas essentiel, il est homotope a` un anneau inclus
dans ∂V ′ et les pentes de ses deux composantes de bord sont identiques.
Sinon, A est homotope a` un anneau A′ inclus dans une composante V ′′ de
la de´composition de Jaco–Shalen–Johanson de V ′ qui est un fibre´ de Seifert
(d’apre`s leMapping Theorem de Jaco–Shalen [15]). Les fibres de V ′′ rencontrent
T 2 × {a} ou T 2 × {b}; on note pa ou pb leur pente dans T
2 × [a, b].
Par hypothe`ses, V ′′ n’est pas un fibre´ tordu en intervalles sur une bouteille de
Klein ni le tore e´pais ni un tore solide. D’apre`s Jaco–Shalen (Lemme II.2.8,
[15]), les pentes des composantes de bord de A sont ±pa ou` ±pb .
Soit γ0 une courbe de T
2 × [a, b] dont la pente est dans H \ {±pa,±pb}. On
note h sa classe d’homotopie libre.
Lemme 3.2 Si aucune composante de V ′ n’est un tore e´paissi ou un fibre´
tordu en intervalles sur la bouteille de Klein, toute orbite de Rǫ,k dans la classe
h est incluse dans
T 2 × [a+ c, b− c′ + 2kπ]
et est de meˆme pente que γ0 .
De´monstration Soit γ1 une orbite pe´riodique de Rǫ,k librement homotope a`
γ0 . Elle est incluse soit dans T
2 × [a+ c, b− c′ + 2kπ], soit dans T 2 × ([a, a+
c] ∪ [b− c′ + 2kπ, b+ 2kπ]), soit dans V ′ .
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L’existence d’une homotopie entre γ0 et γ1 fournit l’existence d’un anneau
immerge´ A = φ(S1 × [0, 1]), ∂A = γ0 ∪ γ1 .
Par une homotopie de A, on se rame`ne a` un anneau encore lisse, toujours note´
A, mais qui est e´galement transversal a` T 2 × {a, b + 2kπ} et tel que toutes
ses intersections avec T 2 × {a, b+ 2kπ} soient non contractibles dans V . Pour
obtenir cette deuxie`me proprie´te´, on conjugue le fait que les tores T 2 × {a, b+
2kπ} sont incompressibles avec le re´sultat d’un algorithme classique de Haken.
A la source dans S1 × [0, 1], les pre´images par φ des courbes d’intersection
forment une collection de courbes disjointes et paralle`les. Elles de´coupent S1×
[0, 1] en une collection d’anneaux. On note δ1 ,...,δp−1 leur image par φ et
A1 ,...,Ap celle des anneaux. Par convention, γ0, δ1 ⊂ A1 , γ1, δp−1 ⊂ Ap et,
pour 2 ≤ k ≤ p− 1, ∂Ak = δk−1 ∪ δk .
Par construction, A1 ⊂ T
2 × [a, b + 2kπ] et donc la pente de δ1 est identique
a` celle de γ0 . D’apre`s le lemme 3.1, la pente de δ2 est soit la meˆme que celle
de δ1 , soit δ1 et δ2 ont pour pente ±pa et ±pb . Par hypothe`se, ce n’est pas
le cas pour γ0 , donc ce n’est e´galement pas le cas pour δ1 . On en de´duit que
la pente de δ2 est la meˆme que celle de δ1 . Une re´currence imme´diate montre
que, pour 1 ≤ p− 1, le pente de δk est la meˆme que celle de γ0 .
Si γ1 ⊂ T
2 × ([a, a+ c] ∪ [b− c′ + 2kπ, b + 2kπ]), alors on a aussi
Ap ⊂ T
2 × ([a, a+ c] ∪ [b− c′ + 2kπ, b+ 2kπ]).
La pente de γ1 est dans ce cas e´gale a` celle de γ0 . Ceci met en contradiction le
choix de h et le fait que le champ de Reeb soit positivement transversal a` un
feuilletage Fa × [a, a+ c] ∪ (−Fb)× [b− c
′ + 2kπ, b + 2kπ].
Dans le cas ou` γ1 ⊂ V
′ , on observe que [δp−1] ∈ H1(V
′,Z) a, dans V ′ , une inter-
section ne´gative avec [S] ∈ H2(V
′, ∂V ′,Z). Comme [γ1] = [δp−1], l’intersection
de [γ1] avec [S] est e´galement ne´gative. Ceci contredit le fait que toutes les in-
tersections de γ1 avec S sont positives (car le champ de Reeb est positivement
transversal a` S ).
Pour finir, si γ1 est dans T
2 × [a + c, b − c′ + 2kπ], sa pente est la meˆme que
celle de γ0 .
Corollaire 3.3 Pour ǫ assez petit, si V n’est pas un fibre´ en tores sur le cercle
et si aucune composante de V ′ n’est un fibre´ tordu en intervalles sur la bouteille
de Klein, HCh0 (V, ξǫ,k) ≃ Z
k .
De´monstration On a exactement k cercles d’orbites de Rǫ,k dans la classe h
qui sont toutes situe´es dans T 2 × [a+ c, b− c′ + 2kπ]. Toutes les orbites de ces
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familles ont la meˆme pe´riode. Par conse´quent, les seuls cylindres holomorphes
entre des orbites de la classe h dans la symplectisation de (V, αǫ,k) sont les
cylindres verticaux. En s’inspirant de techniques a` la Morse–Bott [2], on peut
perturber la forme de contact αǫ,k au moyen d’une fonction de Morse f ayant
exactement un maximum et un minimum sur chaque cercle d’orbites de la classe
h, de sorte que chaque cercle donne lieu a` deux orbites non de´ge´ne´re´es, l’une de
degre´ −1 et l’autre de degre´ 0. Ces orbites sont les ge´ne´rateurs du complexe de
chaˆıne pour l’homologie de contact. Apre`s la perturbation, les seuls cylindres
holomorphes d’index 1 correspondent aux trajectoires du gradient de f . Leurs
contributions a` la diffe´rentielle du complexe de chaˆıne s’annulent donc deux a`
deux, et chaque ge´ne´rateur du complexe de chaˆıne donne lieu a` un ge´ne´rateur
de l’homologie de contact.
Dans le cas ou` une seule composante V1 de V
′ (attache´e par exemple le long de
T 2×{b}) est un fibre´ tordu en intervalles sur la bouteille de Klein, on se rame`ne
au cas pre´ce´dent par passage au reveˆtement. Soit en effet π : T 2× [−1, 1]→ V1
une application de reveˆtement de degre´ 2 qui est compatible avec la forme de
contact cos tdx− sin tdy de T 2 × [−1, 1]. Si T 2 = (R/Z)2 , la projection π est
le passage au quotient pour la relation d’e´quivalence: (x, y, t) ∼ (x,−y,−t).
On munit V1 de la structure de contact quotient. On de´signe par V2 l’autre
composante de V ′ .
On note (W,ηǫ,k) le reveˆtement de degre´ 2 de (V, ξǫ,k) obtenu en collant deux
copies du comple´mentaire de l’inte´rieur de V1 dans V au reveˆtement π
−1(V1).
Dans W , le tore e´pais
P = T 2 × [a, b+ 2kπ] ∪ π−1(V1) ∪ T
2 × [a, b+ 2kπ]
joue le roˆle de T 2 × [a, b + 2kπ] dans V : la structure ηǫ,k y est conjugue´e a`
un produit (T 2 × [a′, b′], ker(cos tdx− sin tdy)), 4kπ ≤ b′ − a′ ≤ (4k + 2)π . Le
comple´mentaire de P dans W est constitue´ de deux copies de V2 munies de la
structure de contact kerαǫ,0 .
D’apre`s le the´ore`me 2.1, pour tout ǫ > 0, il existe c, c′ > 0 et une forme de
contact βǫ,k pour ηǫ,k qui vaut αǫ,0 sur W \ P , cos tdx − sin tdy sur T
2 ×
[a+ c, b+ 2kπ] ∪ π−1(V1) ∪ T
2 × [a, b− c′ + 2kπ] et dont le champ de Reeb est
positivement transversal a` un feuilletage Fa× [a, a+ c]∪ (−Fb)× [b− c
′, b] dont
les deux pentes dans P sont ǫ–proches de celles des copies de ∂S dans ∂P .
De plus, les pentes dans P des deux copies du bord de S situe´es de part et
d’autre de P sont oppose´es.
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Graˆce a` l’e´tude pre´ce´dente, on montre que, pour ǫ assez petit, les structures ηǫ,k
sont deux a` deux non isotopes dans W . C’est donc aussi le cas des structures
de la famille (ξǫ,k)k∈N .
3.3 La pente de ∂S ∩ T 2 × {a} est e´gale a` celle de ∂S ∩ T 2 × {b}
Si T se´pare V , la surface S se de´compose elle aussi en deux composantes situe´es
de part et d’autre de T 2× [a, b]. Il suffit de changer l’orientation d’une des deux
composantes de S pour se ramener au cas pre´ce´dent: on de´finit une nouvelle
famille de structures (ξ′ǫ,k)k∈N deux a` deux non isotopes.
Si T ne se´pare pas V , on modifie la structure ξǫ,k sur V en collant a` la restric-
tion de αǫ,0 sur V \ T
2×]a + c, b − c′[ le produit (T 2 × [a + c, b − c′ + (2k +
1)π], cos tdx − sin tdy). La structure ξ′ǫ,k ainsi obtenue n’est pas orientable.
Elle le devient si on conside`re son rappel dans le reveˆtement W de degre´ 2
de V obtenu en collant deux copies de V \ T 2×]a+ c, b − c′[ a` deux copies de
T 2×[a+c, b−c′+(2k+1)π]. Dans W , on re´cupe`re une forme de contact βǫ,k en
prenant cos tdx−sin tdy sur π−1(T 2×[a+c, b−c′+(2k+1)π]) et, respectivement,
αǫ,0 et −αǫ,0 sur les deux exemplaires de V \ T
2×]a+ c, b− c′ + (2k + 1)π[.
On se fixe une composante P de π−1(T 2 × [a + c, b − c′ + (2k + 1)π]) dans
W . L’autre est note´e Q. Le champ de Reeb associe´ a` la forme βǫ,k est
transversal aux deux rappels S1 et S2 de S , positivement dans un cas (S1)
et ne´gativement dans l’autre. On conside`re alors la surface S′ = S1 ∪ S2 . On
choisit ǫ petit pour que H = S1 \ (C(∂S′) ∪ C(Fa) ∪ C(−Fb)) soit de cardi-
nal infini. Comme pre´ce´demment, on note pa et pb les pentes des e´ventuelles
composantes fibre´es adjacentes a` P dans la de´composition de Jaco–Shalen–
Johanson du comple´mentaire de P dans W . On fixe une classe homotopie
libre h d’une courbe de P de pente dans H \ {±pa,±pb}.
On montre, comme dans la partie pre´ce´dente, que toute orbite du flot de Reeb
de βǫ,k dans la classe h doit provenir de l’une des pre´images de T
2× [a+ c, b−
c′ + (2k + 1)π] (dans le cas qui nous inte´resse, aucune composante de V ′ n’est
un tore e´paissi, un fibre´ tordu en intervalles sur une bouteille de Klein, ou un
tore solide). De plus, les seules orbites de Q homotopes a` une orbite de P sont
homotopes a` des orbites de pente ±pa ou ±pb . En conse´quence, on obtient le
corollaire:
Corollaire 3.4 Pour ǫ > 0 assez petit, HCh0 (W, ker βǫ,k,Z) ≃ Z
k .
On en de´duit imme´diatement que, pour ǫ fixe´ assez petit, les structures de la
famille (ξ′ǫ,k)k∈N sont deux a` deux non isotopes sur V .
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3.4 Deux cas particuliers
On traite ici le cas des fibre´s en tores sur le cercle et des varie´te´s obtenues par
collage de deux fibre´s tordus en intervalles sur la bouteille de Klein. Dans ces
deux cas, les familles de structures sont explicites.
Comme une structure de contact sur un fibre´ tordu en intervalles sur la bouteille
de Klein est le quotient par Z2 d’une structure de contact sur un fibre´ en tores
sur le cercle, ces deux situations sont analogues. Nous ne traiterons donc que
le cas ou` V = (R/Z)2 × [0, 1]/ ∼, avec les identifications (x, y, 1) ∼ (A(x, y), 0)
pour A ∈ SL(2,Z). Les structures de contact ξǫ,k = kerαǫ,k introduites dans
la section 2 sont isotopes aux structures de contact ξk = kerαk de´finies par
αk = cos((a+ 2kπ)z + b)dx+ sin((a+ 2kπ)z + b)dy.
Soit At la transpose´e de la matrice A. Les nombres 0 < a, b ≤ 2π sont choisis
de sorte que (cos b, sin b) = At(cos(a+ b), sin(a+ b)).
On distingue trois cas selon la monodromie A:
(i) Si |trA| < 2, la monodromie A est d’ordre fini dans SL(2,Z). Par
conse´quent, toute classe d’homotopie libre h dans T 2 ne contient qu’un
nombre fini d’orbites de Reeb ferme´es.
(ii) Si |trA| = 2, la monodromie A est conjugue´e a`
±
(
1 n
0 1
)
dans SL(2,Z) pour un certain entier n. En particulier, il existe une classe
d’homotopie libre h dans T 2 ne contenant qu’un nombre fini et non nul
d’orbites de Reeb ferme´es.
(iii) Si |trA| > 2, la monodromie ne pre´serve aucune direction de pente ra-
tionnelle. Par conse´quent, toute classe d’homotopie libre h dans T 2 con-
tient un nombre infini d’orbites de Reeb ferme´es, lorsque k ≥ 1.
Pour calculer la diffe´rentielle du complexe pour l’homologie de contact, nous
aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 3.5 Soit F : (R × S1, j) → (R × V, J) un cylindre holomorphe dans
la symplectisation de (V, αk) et aboutissant en t = −∞ a` une orbite de Reeb
ferme´e dans T 2×{z0}. Alors le cylindre F (R×S
1) est contenu dans R×T 2×
{z0}.
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De´monstration Supposons par contradiction qu’il existe p ∈ R× S1 tel que
F (p) /∈ R × T 2 × {z0}. Sans perte de ge´ne´ralite´, on peut supposer que z ◦
F (p) = z0 − ǫ ou z0 + ǫ, pour un petit ǫ > 0. Pour fixer les ide´es, on choisit
z ◦ F (p) = z0 + ǫ.
Par le the´ore`me de Sard, on peut choisir deux valeurs re´gulie`res z1 et z2 de
la fonction z ◦ F sur R × S1 , satisfaisant z0 < z1 < z2 < z0 + ǫ. Comme il
n’y a pas d’orbite de Reeb ferme´e de classe h dans T 2 × [z1, z2] pour ǫ > 0
suffisamment petit, le sous-ensemble Cz1,z2 = F
−1(R×T 2× [z1, z2]) du cylindre
R× S1 est non vide, compact et borde´ de lacets simples et lisses. De plus, les
images de ces lacets dans R× V sont soit contractibles, soit de classe h.
Par le the´ore`me de Stokes, on a∫
Cz1,z2
F ∗dαk =
∫
F−1(R×T 2×{z2})
F ∗αk −
∫
F−1(R×T 2×{z1})
F ∗αk.
Ces deux inte´grales sont aise´ment calculables, puisque la 1–forme αk est ferme´e
sur les sous-varie´te´s T 2 × {z1} et T
2 × {z2}. Leur diffe´rence est nulle ou du
signe de cos((a+2kπ)(z2−z0))− cos((a+2kπ)(z1−z0)) < 0 selon que la classe
d’homologie de F−1(R× T 2 × {z1}) est nulle ou correspond a` h.
D’autre part, comme F est holomorphe, on doit avoir F ∗dαk ≥ 0 sur R ×
S1 . Par conse´quent, la 2–forme dαk doit s’annuler sur Cz1,z2 , de sorte que F
est un cylindre vertical au-dessus d’une orbite de Reeb. On obtient ainsi une
contradiction.
Comme dans le corollaire 3.3, on de´duit de ce lemme que la diffe´rentielle du com-
plexe de´finissant l’homologie de contact HCh0 (V, ξk) est identiquement nulle.
Par conse´quent, si h est une classe d’homotopie libre dans V contenant un
nombre fini et non nul d’orbites de Reeb ferme´es, alors le rang de HCh0 (V, ξk)
de´pend de k . Plus pre´cise´ment, si m de´signe le plus petit entier strictement
positif tel que Amh = h, alors
rang HCh0 (V, ξk+1) = rang HC
h
0 (V, ξk) +m.
En particulier, dans les cas (i) et (ii), les structures de contact ξk sont non
isotopes pour des valeurs diffe´rentes de k .
Si h est une classe d’homotopie libre dans V contenant un nombre infini
d’orbites de Reeb ferme´es, l’homologie de contact est de rang infini pour tout
k et ne permet pas de conclure. On utilise alors l’homologie de contact en con-
jonction avec la fonctionnelle d’action, qui associe a` toute orbite de Reeb ferme´e
sa pe´riode. Soit α une forme de contact pour une structure de contact ξ sur V ;
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on note HCh,T∗ (V, α) l’ensemble des classes d’homologie dans HC
h
∗ (V, α) ayant
un repre´sentant de pe´riode infe´rieure ou e´gale a` T . Notons que ceci de´pend du
choix de la forme de contact α pour ξ . On de´finit
Ih∗ (V, α) = lim
T→∞
rang HCh,T∗ (V, α)
lnT
lorsque la limite existe. Dans le cas contraire, il est encore possible de de´finir
Ih∗(V, α) et I
h
∗(V, α) en utilisant une limite infe´rieure ou supe´rieure respective-
ment.
Lemme 3.6 La quantite´ Ih∗ (V, α) ne de´pend que de la classe d’isotopie de ξ .
De´monstration Conside´rons la forme de contact cα pour c > 0. On a
Ih∗ (V, cα) = lim
T→∞
rang HCh,T∗ (V, cα)
lnT
= lim
T→∞
rang HC
h,T
c
∗ (V, α)
lnT
= lim
T→∞
rang HC
h,T
c
∗ (V, α)
ln T
c
lnT − ln c
lnT
= Ih∗ (V, α).
Soient α1 et α2 deux formes de contact sur V . On dira que α1 < α2 si on peut
munir R× V d’une forme symplectique ω exacte telle que ω = d(etα2) lorsque
t ≤ 0 et ω = d(et−t0α1) lorsque t ≥ t0 , pour un certain t0 > 0. Si α1 et α2
sont des formes de contact pour des structures de contact isotopes sur V alors
il existe c > 0 tel que cα1 < α2 .
Si α1 < α2 alors rang HC
h,T
∗ (V, α2) ≤ rang HC
h,T
∗ (V, α1). En effet, en vertu
des proprie´te´s fonctorielles de l’homologie de contact [11], au cobordisme sym-
plectique (R× V, ω) correspond un isomorphisme
Φ: HCh∗ (V, α2)→ HC
h
∗ (V, α1)
tel que Φ(HCh,T∗ (V, α2)) ⊂ HC
h,T
∗ (V, α1). Par conse´quent, si α1 < α2 alors
Ih∗ (V, α2) ≤ I
h
∗ (V, α1).
La conclusion suit de ces deux proprie´te´s de Ih∗ .
En vertu de ce re´sultat, nous utiliserons plutoˆt la notation Ih∗ (V, ξ), qui ne fait
plus apparaˆitre la forme de contact α.
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Calculons maintenant Ih0 (V, ξk) lorsque |trA| > 2, en conside´rant plutoˆt la
varie´te´ de contact (T 2× [0, 1], ξk). La classe d’homotopie libre h dans V corre-
spond aux classes d’homotopie libres Anh dans T 2 × [0, 1], pour n ∈ Z. Il y a
k ou k+1 orbites de Reeb ferme´es dans la classe d’homotopie libre Anh; cette
alternative ne de´pend que de ξ0 lorsque |n| est suffisamment grand. L’action
de ces orbites est donne´e par ‖Anh‖ ≃ Cλ|n| lorsque |n| est grand, ou` λ > 1
est l’une des valeurs propres de A. On en de´duit que Ih0 (V, ξk) est e´gal a`
2k
lnλ
ou 2(k+1)lnλ . En particulier, les structures de contact ξk ne sont pas isotopes pour
diffe´rentes valeurs de k ≥ 0.
4 Ge´ne´ralisations
L’e´tude propose´e ci-dessus s’adapte dans le cas ou` la torsion est non nulle dans
plusieurs classes d’isotopies.
Plus pre´cisemment, soient T0 ,...,Tn des tores incompressibles deux a` deux dis-
joints et non paralle`les dans une varie´te´ close et irre´ductible V . On note
Ti×]ai, bi[ un voisinage tubulaire de Ti dans V (choisis deux a` deux disjoints)
et S une surface minimale essentielle cooriente´e dans V ′ = V \ ∪i(Ti×]ai, bi[)
qui rencontre toutes les composantes de ∂V ′ .
Comme dans le the´ore`me 2.1, on munit V , pour ǫ > 0, d’une forme de contact
αǫ , dont le champ de Reeb Rǫ posse`de, pour tout 0 ≤ i ≤ n, les proprie´te´s
suivantes:
• Rǫ est positivement transversal a` S , tangent a` Ti × {ai, bi};
• Rǫ vaut cos t∂x−sin t∂y sur Ti× [ai+c, bi−c
′] (αǫ vaut cos tdx−sin tdy);
• sur Ti × [ai, ai + c] et Ti × [bi − c
′, bi], Rǫ est positivement transversal
a` un feuilletage en anneau Fai × [ai, ai + c] ∪ (−Fbi) × [bi − c
′, bi], ou`
Fai et Fbi sont des feuilletages en cercles de Ti × {ai} et Ti × {bi} dont
les pentes sont ǫ–proches de celles d’une composante de, respectivement,
∂S ∩ Ti × {ai} et ∂S ∩ Ti × {bi}.
Sur chaque produit Ti×]ai, bi[, on remplace le produit de contact (Ti × [ai +
c, bi−c
′], cos tdx−sin tdy) par (Ti× [ai+c, bi−c
′+2kiπ], cos tdx−sin tdy), pour
un certain ki ∈ N. On obtient ainsi une certaine forme de contact αǫ,k0,...,kn .
En reprenant le meˆme raisonnement que pre´ce´demment, et avec les notations
introduites ci-dessus, on montre le the´ore`me suivant:
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The´ore`me 4.1 Si, pour un certain 0 ≤ i ≤ n, S ∩ Ti × {ai} et S ∩ Ti × {bi}
ne sont pas de pente oppose´e (en projection dans Ti ) et si ki ≥ 1, alors il existe
une classe d’homotopie hi de courbe dans Ti pour laquelle:
HChi∗ (V, ξk0,...,kn,Z) ≃ Z
ki .
En particulier, la structure ξk0,...,kn ve´rifie la conjecture de Weinstein.
Tous les exemples de structures de contact universellement tendues connus
sont de ce type. La restriction principale dans l’e´nonce´ du the´ore`me 4.1 est
topologique et porte sur la pente de ∂S ∩ Ti × {ai, bi}.
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